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Resumen: Recientemente, en la literatura se han introducido varios esquemas metaheurísticos 

nuevos. Aunque todos estos enfoques consideran fenómenos muy diferentes como metáforas, los 

patrones de búsqueda utilizados para explorar el espacio de búsqueda son muy similares. Por otro 

lado, los sistemas de segundo orden son modelos que presentan diferentes comportamientos 

temporales según el valor de sus parámetros. Tales comportamientos temporales pueden 

concebirse como patrones de búsqueda con múltiples comportamientos y configuraciones simples. 

En este artículo, se presentan un conjunto de nuevos patrones de búsqueda para explorar 

eficientemente el espacio de búsqueda. Estos emulan la respuesta de un sistema de segundo 

orden. El conjunto propuesto de patrones de búsqueda se ha integrado como una estrategia 

completa de búsqueda, llamada Algoritmo de Segundo Orden (SOA), para obtener la solución 

global de problemas de optimización complejos. Para analizar el rendimiento del esquema 

propuesto, se ha comparado en un conjunto de problemas representativos de optimización, que 

incluyen formulaciones de referencia multimodales, unimodales e híbridas. Los resultados 

numéricos demuestran que el método SOA propuesto exhibe un rendimiento notable en términos 

de precisión y altas tasas de convergencia. 
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métodos evolutivos. 
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Summary: 

Recently, several new metaheuristic frameworks have been introduced in the literature. 

Although these approaches rely on very different metaphors, the search patterns used to 

explore the search space are quite similar. On the other hand, second-order systems are 

models that exhibit various temporal behaviors depending on the values of their parameters. 

These temporal behaviors can be interpreted as search patterns with multiple behaviors and 

simple configurations. This paper presents a set of new search patterns designed to 

efficiently explore the search space, which emulate the response of a second-order system. 

The proposed set of search patterns is integrated into a complete search strategy called the 

Second-Order Algorithm (SOA) to find the global solution to complex optimization 

problems. To evaluate the performance of the proposed scheme, it has been compared 

across a set of representative optimization problems, including multimodal, unimodal, and 

hybrid benchmark formulations. Numerical results demonstrate that the proposed SOA 

method exhibits remarkable performance in terms of accuracy and high convergence rates. 

 

Keywords: metaheuristic methods; search patterns; second-order systems; evolutionary 

methods. 
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1. Introducción 

 
Los algoritmos metaheurísticos se refieren a esquemas de optimización genéricos que emulan el 

funcionamiento de diferentes procesos naturales o sociales. En los enfoques metaheurísticos, la 

estrategia de optimización se lleva a cabo mediante un conjunto de agentes de búsqueda. Cada 

agente mantiene una posible solución al problema de optimización y se genera inicialmente 

considerando una solución factible aleatoria. Una función objetivo determina la calidad de la solución 

de cada agente. Utilizando los valores de la función objetivo, en cada iteración, se modifica la 

posición de los agentes de búsqueda, empleando un conjunto de patrones de búsqueda que regulan 

sus movimientos dentro del espacio de búsqueda. Estos patrones de búsqueda son modelos 

abstractos inspirados en procesos naturales o sociales (Cuevas et al., 2020). Estos pasos se repiten 

hasta que se alcanza un criterio de parada. Los esquemas metaheurísticos han confirmado su 

supremacía en diversas aplicaciones del mundo real en circunstancias donde los métodos clásicos 

no pueden ser adoptados. 

 
En esencia, no existe una clasificación clara de los métodos metaheurísticos. A pesar de esto, se 

han propuesto varias categorías que consideran diferentes criterios, como la fuente de inspiración, 

el tipo de operadores o la cooperación entre los agentes. En relación con la inspiración, los algoritmos 

metaheurísticos inspirados en la naturaleza se clasifican en tres categorías: basados en la evolución, 

basados en enjambres y basados en la física. Los enfoques basados en la evolución corresponden 

a las estrategias de búsqueda más consolidadas que utilizan elementos de evolución como 

operadores para producir patrones de búsqueda. En consecuencia, operaciones como la 

reproducción, la mutación, la recombinación y la selección se utilizan para generar patrones de 

búsqueda durante sus operaciones. Los ejemplos más representativos de técnicas basadas en la 

evolución incluyen las Estrategias Evolutivas (EE) (Beyer & Schwefel, 2002; Hansen, 2023; T, 1991), 

Algoritmos Genéticos (AG) (Tang et al., 1996), Differential Evolution (DE) (Storn & Price, 1997) y 

Self-Adaptative Differential Evolution (JADE) (Zhang & Sanderson, 2007). Las técnicas inspiradas 

en enjambres utilizan esquemas de comportamiento extraídos de la interacción colaborativa de 

diferentes animales o especies de insectos para producir una estrategia de búsqueda. 

Recientemente en la literatura se ha publicado un gran número de enfoques basados en enjambres. 

Entre los enfoques inspirados en enjambres más populares se encuentra el Algoritmo de Búsqueda 

de Cuervos (CSA) (Askarzadeh, 2016), Colonia Artificial de Abejas (ABC) (Karaboga et al., 2014), 

Algoritmo de Optimización por Enjambre de Partículas (PSO) (Kennedy & Eberhart, 1995; Marini & 

Walczak, 2015; Poli et al., 2007), Algoritmo de Luciérnagas (FA) (Yang, 2009), Cuckoo Search (CS) 

(Yang & Deb, 2009), Bat Algorithm (BA) (Yang, 2010), Gray Wolf Optimizer (GWO) (Mirjalili et al., 

2014), Moth-flame optimization algorithm (MFO) (Mirjalili, 2015) por mencionar algunos. Los 

algoritmos metaheurísticos que consideran un esquema basado en la física utilizan modelos físicos 

simplificados para producir patrones de búsqueda para sus agentes. Algunos ejemplos de las 

técnicas basadas en la física más representativas incluyen el States of Matter Search (SMS) (Cuevas 

et al., 2014; Valdivia-Gonzalez et al., 2017), Simulated Annealing (SA) algorithm (Kirkpatrick et al., 

1983; Rutenbar, 1989; Siddique & Adeli, 2016), Gravitational Search Algorithm (GSA) (Rashedi et 

al., 2009), Water Cycle Algorithm (WCA) (Eskandar et al., 2012), Big Bang-Big Crunch (BB-BC) (Erol 

& Eksin, 2006) y Electromagnetism-like Mechanism (EM) (Birbil & Fang, 2003). La Figura 1 muestra 

visualmente la taxonomía de la clasificación metaheurística. Aunque todos estos enfoques 

consideran fenómenos muy diferentes como metáforas, los patrones de búsqueda utilizados para 

explorar el espacio de búsqueda se basan exclusivamente en elementos espirales o modelos de 
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atracción (Kennedy & Eberhart, 1995; Marini & Walczak, 2015; Mirjalili et al., 2014; Poli et al., 2007; 

Yang, 2009, 2010). Bajo tales condiciones, el diseño de muchos métodos metaheurísticos se refiere 

a la configuración de un patrón de búsqueda reciclado que ha demostrado ser exitoso en enfoques 

anteriores para generar nuevos esquemas de optimización mediante una modificación marginal. 

 
 

Figura 1. Taxonomía visual de los esquemas metaheurísticos inspirados en la naturaleza. 

 

 

Por otro lado, el orden de una ecuación diferencial se refiere al grado más alto de derivada 

considerado en el modelo. Por lo tanto, un modelo cuya formulación de entrada-salida es una 

ecuación diferencial de segundo orden se conoce como un sistema de segundo orden (Zill, 2012). 

Uno de los elementos principales que hace que un modelo de segundo orden sea importante es su 

capacidad para presentar comportamientos muy diferentes, dependiendo de la configuración de sus 

parámetros. A través de sus distintos comportamientos, como oscilatorio, sub amortiguado o sobre 

amortiguado, un sistema de segundo orden puede mostrar respuestas temporales distintas 

(Haidekker, 2020). Estos comportamientos pueden observarse como trayectorias de búsqueda 

desde la perspectiva de los esquemas metaheurísticos. Por lo tanto, con sistemas de segundo orden, 

es posible generar movimientos oscilatorios dentro de una región determinada o construir patrones 

de búsqueda complejos alrededor de diferentes puntos o secciones del espacio de búsqueda. 

 

En este artículo, se introduce un conjunto de nuevos patrones de búsqueda para explorar 

eficientemente el espacio de búsqueda. Estos patrones emulan la respuesta de un sistema de 

segundo orden. El conjunto propuesto de patrones de búsqueda se ha integrado como una estrategia 

completa de búsqueda, llamada Algoritmo de Segundo Orden (SOA), para obtener la solución global 

de problemas de optimización complejos. Para analizar el rendimiento del esquema propuesto, se 

ha comparado en un conjunto representativo de problemas de optimización, que incluyen 

formulaciones multimodales, unimodales e híbridas. Los resultados competitivos demuestran los 

resultados prometedores de los patrones de búsqueda propuestos. 

 

Las principales contribuciones de esta investigación se pueden expresar de la siguiente manera: 

1. Se introduce un nuevo algoritmo de optimización basado en la física, denominado 
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SOA. Utiliza patrones de búsqueda obtenidos a partir de la respuesta de sistemas de 

segundo orden. 

2. Se proponen nuevos patrones de búsqueda como alternativa a los conocidos en la 

literatura. 

3. Se evalúa la significancia estadística, la velocidad de convergencia y la proporción 

de explotación-exploración de SOA en comparación con otros algoritmos metaheurísticos 

populares. 

4. SOA supera a otros algoritmos competidores en dos conjuntos de problemas de 

optimización. 

 

El resto de este documento está estructurado de la siguiente manera: Se presenta una breve 

introducción de los sistemas de segundo orden en la sección 2; en la sección 3, se discuten los 

patrones de búsqueda más importantes en los métodos metaheurísticos; en la sección 4, se definen 

los patrones de búsqueda propuestos; en la sección 5, se describe la medición de la exploración- 

explotación; en la sección 6, se introduce el esquema propuesto; en la sección 7 se presentan los 

resultados numéricos; en la sección 8, se discuten las principales características del enfoque 

propuesto; en la sección 9, finalmente, se extraen las conclusiones. 

 

2. Sistemas de Segundo Orden 

 
Un modelo cuya formulación de entrada R(s) - salida C(s) es una función de transferencia de lazo 

cerrado de segundo orden se conoce como un sistema de segundo orden. Uno de los elementos 

principales que hace que un modelo de segundo orden sea importante es su capacidad para 

presentar comportamientos muy diferentes según la configuración de sus parámetros. Un modelo de 

segundo orden genérico se puede formular bajo la siguiente expresión (Zill, 2012): 

 
𝐶(𝑠) 𝜔2 

= 𝑛 

𝑅(𝑠) 𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔2 
𝑛 

(1) 

 

Donde ζ y ωn representan la razón de amortiguamiento y ωn la frecuencia natural, respectivamente, 

mientras que s simboliza el dominio de Laplace. 

 

El comportamiento dinámico de un sistema se evalúa en términos de la respuesta temporal obtenida 

mediante una señal de paso unitario como entrada R(s). El comportamiento dinámico se define como 

la forma en que el sistema reacciona, tratando de alcanzar el valor de uno a medida que evoluciona 

el tiempo. El comportamiento dinámico del sistema de segundo orden se describe en términos de ζ 

y ωn (Haidekker, 2020). Suponiendo tales parámetros, el sistema de segundo orden presenta tres 

comportamientos diferentes: Subamortiguado (0 < ζ < 1), críticamente amortiguado (ζ = 1), y sobre 

amortiguado (ζ > 1). 

 

2.1. Comportamiento Subamortiguado (0 < ζ < 1) 

En este comportamiento, los polos (raíces del denominador) de la ecuación (1) son complejos 
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conjugados y se encuentran en la mitad izquierda del plano s. Bajo tales condiciones, la respuesta 

subamortiguada Cu(s) el sistema en el dominio de Laplace se puede caracterizar de la siguiente 

manera: 

𝜔2 
𝐶 (𝑠) = 

𝑛
 

𝑈 𝑠(𝑠 + 𝜁𝜔𝑛)2 + 𝜔2(1 − 𝜁2) 
𝑛 

(2) 

Aplicando operaciones de fracciones parciales y la transformada inversa de Laplace, se obtiene la 

respuesta temporal que describe el comportamiento subamortiguado Cu(t) como se indica en la 

ecuación (3): 
 

𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑡   √1 − 𝜁2 

𝑐𝑈(𝑡) = 1 −  sin (𝜔𝑛√1 − 𝜁2 + tan−1 ( )) 
√1 − 𝜁2 𝜁 

 
(3) 

 

Si ζ = 0, se presenta un caso especial en el cual la respuesta temporal del sistema es oscilatoria. La 

salida de estos comportamientos se visualiza en la Figura 2 para los casos de ζ = 0, ζ = 0.2, ζ = 0.5 

y ζ = 0.707. En el comportamiento subamortiguado, la respuesta del sistema comienza con una alta 

aceleración. Por lo tanto, la respuesta produce un sobrepaso que supera el valor de uno. El tamaño 

del sobrepaso depende inversamente del valor de ζ. 
 

Figura 2. Respuestas temporales del sistema de segundo orden considerando sus diferentes comportamientos: Sub 

amortiguado (0 < ζ < 1), críticamente amortiguado (ζ = 1), y sobre amortiguado (ζ > 1). 

 
 

2.2. Comportamiento críticamente amortiguado (ζ = 1) 

En el comportamiento críticamente amortiguado, los dos polos de la función de transferencia de la 

ecuación (1) presentan números reales con el mismo valor. Por lo tanto, la respuesta del sistema 

críticamente amortiguado Cc(s) en el dominio de Laplace puede ser descrita como: 

 
𝜔2 

𝐶 (𝑠) = 
𝑛

 
𝐶 𝑠(𝑠 + 𝜔𝑛)2 

 
(4) 

 
Aplicando la transformada inversa de Laplace a (4), la respuesta temporal al comportamiento 

criticamente amortiguado Ct(s) es representado por el modelo: 
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𝑐𝐶(𝑡) = 1 − 𝑒−𝜔𝑛𝑡(1 + 𝜔𝑛𝑡) 
(5) 

 

En este tipo de comportamiento, la respuesta del sistema presenta un patron similar a lo sistemas 

de primer orden. El cual, alcanza el valor de uno sin experimentar ningún excedente. La salida de 

este sistema esta representado visualmente en la Figura 2. 

 
2.3. Comportamiento Sobreamortiguado (ζ > 1) 

En este caso, los polos de la función de transferencia son numeros reales con con diferente valor. 

La respusta de Co(s) en el dominio de Laplace es modelada como se indica en (6) 

 
𝜔2 

𝐶 (𝑠) = 
𝑛

 
𝑂 

𝑠(𝑠 + 𝜁𝜔𝑛 + 𝜔𝑛√𝜁2 − 1)(𝑠 + 𝜁𝜔𝑛 − 𝜔𝑛√𝜁2 − 1) 

 

(6) 

 
Por su parte, la ecuación (7) representa la respuesta temporal del sistema sobreamortiguado tras 

aplicar la transformada inversa de Laplace a (6) 

 
 

𝑐 (𝑡) = 1 − 𝑒−(𝜁−√𝜁2−1)𝜔𝑛𝑡 
𝑂 (7) 

 
En un comportamiento sobreamortiguado, el sistema reacciona lentamente hasta alcanzar el valor 

de uno. La desaceleración de la respuesta depende de 𝜁, donde un mayor valor representa una 

repuesta más lenta. La respuesta de este comportamiento e representada en la figura 2 con un valor 

de 𝜁=1.67. 

 
3. Patrones de búsqueda en Metaheurísticos 

 

Un patrón de búsqueda es un conjunto de movimientos producidos por una regla o modelo con el fin 

de examinar soluciones prometedoras en el espacio de búsqueda. La generación de patrones de 

búsqueda eficientes para la correcta exploración del valor óptimo dentro del espacio de búsqueda 

puede ser complicada, especialmente cuando existen múltiples óptimos locales. Recientemente, 

varios esquemas metaheurísticos han sido introducidos en la literatura. Aunque todos estos 

enfoques consideran fenómenos muy diferentes como metáforas, los patrones de búsqueda 

utilizados para explorar el espacio de búsqueda son muy similares. 

 
La exploración y la explotación corresponden a las características más importantes de un patrón de 

búsqueda. La exploración se refiere a la capacidad de un patrón de búsqueda para examinar un 

conjunto de soluciones distribuidas en áreas distintas del espacio de búsqueda. Por otro lado, la 

explotación representa la capacidad del patrón de búsqueda para mejorar la precisión y calidad de 

las soluciones existentes evaluando la localidad de dichas soluciones. La combinación de ambos 

mecanismos en un patrón de búsqueda es crucial para lograr el éxito al resolver un problema de 

optimización particular. 

 
Los problemas de optimización, desde la perspectiva Metaheurística, inicializan una población 
𝑃𝑘({𝑥𝑘, … , 𝑥𝑘}) de 𝑁 soluciones candidatas (individuos) que evolucionan tras cada generación, 

1 𝑁 

desde un punto inicial 𝑘 = 1, hasta un número determinado 𝑘 = 𝑀𝑎𝑥𝑔𝑒𝑛. Cada individuo 
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𝑖 

𝑖 

𝑖 

𝑖 

𝑖 

𝑖 

𝑖 

𝑥𝑘(𝑖 ∈ [1, … , 𝑁])  perteneciente  a  la  población,  corresponde a  un  elemento dimensional-d 
{𝑥𝑘 , … , 𝑥𝑘 }, el cual simboliza las variables de decisión involucradas en el problema de optimización. 

𝑖,1 𝑖,𝑑 

En cada generación, el patrón de búsqueda actúa sobre cada individuo de la población 𝑃𝑘, para 

producir una nueva población 𝑃𝑘+1. La calidad de cada individuo 𝑥𝑘 se evalúa en con respecto a la 
función objetivo 𝐽(𝑥𝑘), cuyo valor representa que tan apta es la solución 𝑥𝑘. Conforme evoluciona el 

1 𝑖 

proceso metaheurístico, se conservan los mejores individuos 𝒃 {𝑏1, … , 𝑏𝑑}, dado que estos 

representan las mejores soluciones encontradas hasta el momento. 

 

En general, los patrones de búsqueda actúan sobre cada individuo 𝑥𝑘, usando como referencia los 

mejores elementos almacenados en 𝒃. Posteriormente, y, dependiendo del modelo metaheurístico 

empleado, un conjunto de reglas de movimiento modifica la posición de 𝑥𝑘 hasta que la posición 𝒃 

ha sido alcanzada. La idea detrás de este mecanismo es examinar las soluciones que se encuentran 

en la trayectoria de 𝑥𝑘 a 𝒃, con el objetivo de encontrar mejores soluciones que las pertenecientes a 

al actual valor de 𝒃. Los patrones de búsqueda para generar las trayectorias de 𝑥𝑘 a 𝒃 difieren del 

modelo empleado. 

 

Dos de los modelos de búsqueda más populares son las trayectorias de “atracción” y “espiral”. Los 

modelos de atracción generan movimientos de atracción 𝑥𝑘 a 𝒃. Los modelos de atracción son 

empleados ampliamente por una extensa cantidad de métodos metaheurísticos tales como PSO 

(Kennedy & Eberhart, 1995; Marini & Walczak, 2015; Poli et al., 2007), FA (Yang, 2009), CS (Yang 

& Deb, 2009), BA (Yang, 2010), GSA (Rashedi et al., 2009), EM (Birbil & Fang, 2003), y DE (Storn 

& Price, 1997). Por su parte, los modelos de espiral producen una trayectoria en espiral alrededor 

de las mejores soluciones pertenecientes a 𝒃. Algunos de los modelos que emplean una trayectoria 

en espiral son WOA y GWO. La Figura 3, muestra las trayectorias que se generan con los modelos 

de atracción y de espiral. 

 

Figura 3. Trayectorias producidas por a) atracción, y b) espiral. 

 

 

4. Patrón de búsqueda propuesto 

 

En este artículo, se presentan un conjunto de nuevos patrones de búsqueda para explorar el espacio 

de búsqueda de manera eficiente. Estos patrones emulan la respuesta de un sistema de segundo 
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𝑖 

orden. El conjunto de patrones de búsqueda propuesto se emplea como una estrategia de búsqueda 

completa con la finalidad de obtener la solución global de problemas de optimización complejos. 

Dado que el esquema propuesto se basa en la respuesta de sistemas de segundo orden, puede 

considerarse como un algoritmo basado en la física. En este enfoque, la respuesta temporal del 

sistema de segundo orden se utiliza para generar la trayectoria desde la posición de  𝑥𝑘 = 
{𝑥𝑘 , … , 𝑥𝑘 } hasta 𝒃 {𝑏1, … , 𝑏𝑑}. Con el uso de estos modelos, es posible generar trayectorias más 

𝑖,1 𝑖,𝑑 

complejas que permiten una mejor evaluación del espacio de búsqueda. Ante tales condiciones, se 

consideran las tres respuestas de un sistema de segundo orden para producir patrones de búsqueda 

distintos. Estos son el subamortiguado, críticamente amortiguado y sobreamortiguado, modelados 

por las expresiones: 
 

𝑒−𝜁𝜔𝑛𝑘 √1 − 𝜁2
 

𝑥𝑘 = l1 −  sin l𝜔𝑛√1 − 𝜁2 + tan−1 l    (𝑏 − 𝑥𝑘 ) 
𝑖,𝑗 𝜁 𝑗 𝑖,𝑗 

𝗁 
√1 − 𝜁

2 
𝗁 𝗁 ))) 

 
(8) 

 
 

𝑥𝑘 = (1 − 𝑒−𝜔𝑛𝑡(1 + 𝜔𝑛𝑡))(𝑏𝑗 − 𝑥𝑘 ) 
𝑖,𝑗 𝑖,𝑗 (9) 

 

 
 

−(𝜁−√𝜁2−1)𝜔𝑛𝑘 
𝑥𝑘 = (1 − 𝑒 ) (𝑏𝑗 − 𝑥𝑘 ) 

𝑖,𝑗 𝑖,𝑗 (10) 

 
Donde 𝑖(∈ [1, 𝑁]) corresponden a los agentes de búsqueda, mientras que 𝑗(∈ [1, 𝑁]) simboliza las 

variables de decisión o dimensión del problema. Dado que el comportamiento de cada patrón de 

búsqueda depende del valor de 𝜁, es fácil combinar elementos para producir trayectorias 

interesantes. En la Figura 4 se muestran algunos ejemplos de trayectorias producidas por diferentes 

valores de 𝜁. 

 

Figura 4. Algunos ejemplos de las trayectorias producidas usando diferentes valores de 𝜁, a) 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0, y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1, b) 
𝑖,1 𝑖,2 

𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0.1, y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0.5, c) 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1, y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1.67, d) 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0.5, y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1 
𝑖,1 𝑖,2 𝑖,1 𝑖,2 𝑖,1 𝑖,2 
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𝑖 

𝑖,1 

En dicha Figura, se asume un caso de dos dimensiones (d=2), donde la posición inicial de 𝑥𝑘 es (0.5, 

0.5), y la posición final o mejor posición es (1,1). La Figura 4a, muestra el escenario de 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0 
y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1. Por su parte, la Figura 4b muestra el caso de 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0.1, y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0.5. Mientras 

𝑖,2 𝑖,1 𝑖,2 
que la Figura 4c presenta el caso 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1, y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1.67. Finalmente, la Figura 4d muestra el 

𝑖,1 𝑖,2 
escenario 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 0.5, y 𝑥𝑘 ← 𝜁 = 1. De estas figuras, se puede apreciar que las respuestas de 

𝑖,1 𝑖,2 

segundo orden pueden producir una gran cantidad de trayectorias complejas, que incluye a gran 

parte de otros patrones de búsqueda encontrados en la literatura. En todos estos casos (a)-(d), el 

valor asignad a 𝜔n ha sido 1. 

 
5. Equilibrio entre exploración y explotación 

 

Los métodos metaheurísticos emplean un conjunto de agentes de búsqueda para examinar el 

espacio de búsqueda con el objetivo de identificar una solución satisfactoria para una formulación 

de optimización. En los esquemas metaheurísticos, los agentes de búsqueda que presentan los 

mejores valores de fitness tienden a regular el proceso de búsqueda, produciendo una atracción 

hacia ellos. En estas condiciones, a medida que evoluciona el proceso de optimización, la distancia 

entre los individuos disminuye, al tiempo que se acentúa el efecto de explotación. Por otro lado, 

cuando la distancia entre individuos aumenta, las características del proceso de exploración son más 

evidentes. 

 
Para calcular la distancia relativa entre los individuos (aumento y disminución), se utiliza un indicador 

de diversidad conocido como índice de diversidad dimensional (Morales-Castañeda et al., 2020). 

Según este enfoque, la diversidad se formula de la siguiente manera: 

 
 

𝑁 𝑑 
1 1 

𝐷𝑖𝑣𝑗 = ∑|𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑥𝑗) − 𝑥𝑖,𝑗|𝐷𝑖𝑣 = ∑ 𝐷𝑖𝑣𝑗 
𝑁 𝑑 

𝑖=1 𝑗=1 

 

(11) 

 

donde 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑥𝑗) simboliza la mediana de la dimensión 𝑗 de todos los agentes de búsqueda. 𝑥𝑖, 𝑗 

representa la decisión variable 𝑗 del individuo 𝑖. 𝑁 es el número de individuos en la población 𝑃𝑘 

mientras que d corresponde al número de dimensiones de la formulación de optimización. La 

diversidad 𝐷𝑖𝑣𝑗 (de la 𝑗-ésima dimensión) evalúa la distancia relativa entre la variable 𝑗 de cada 

individuo y su valor mediano. La diversidad completa 𝐷𝑖𝑣 (de toda la población) corresponde a la 

diversidad promedio en cada dimensión. Ambos elementos 𝐷𝑖𝑣𝑗 y 𝐷𝑖𝑣 se calculan en cada iteración. 

Habiendo evaluado los valores de diversidad, el nivel de exploración y explotación se puede calcular 

como el porcentaje del tiempo que una estrategia de búsqueda invierte explorando o explotando en 

términos de sus valores de diversidad. Estos porcentajes se calculan en cada iteración mediante los 

siguientes modelos, 

 
 

 𝐷𝑖𝑣  |𝐷𝑖𝑣 − 𝐷𝑖𝑣𝑚𝑎𝑥| 
𝑋𝐿𝑃% = ( ) × 100𝑋𝑃𝑇% = ( ) × 100 

𝐷𝑖𝑣𝑚𝑎𝑥 𝐷𝑖𝑣𝑚𝑎𝑥 
(12) 

 

Donde 𝐷𝑖𝑣𝑚𝑎𝑥 simboliza el valor máximo de diversidad obtenido durante el proceso de optimización. 

El porcentaje de exploración 𝑋𝑃𝐿% corresponde al tamaño de la exploración como la tasa entre 𝐷𝑖𝑣 

y 𝐷𝑖𝑣𝑚𝑎𝑥 . Por otro lado, el porcentaje de explotación 𝑋𝑃𝑇% simboliza el nivel de explotación. 𝑋𝑃𝑇% 
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se calcula como el porcentaje complementario a 𝑋𝑃𝐿% ya que la diferencia entre 𝐷𝑖𝑣𝑚𝑎𝑥 y 𝐷𝑖𝑣 se 

genera debido a la concentración de individuos. 

 
6. Algoritmo metaheurístico propuesto 

 
El conjunto de patrones de búsqueda basados en los sistemas de segundo orden se ha integrado 

como una estrategia de búsqueda completa para obtener la solución global de problemas complejos 

de optimización. En esta sección se describe el método metaheurístico completo, llamado Algoritmo 

de Segundo Orden (SOA). 

 
El esquema considera cuatro etapas diferentes: (A) Inicialización, (B) generación de trayectoria, (C) 

reinicio de elementos defectuosos y (D) evitar mecanismo de convergencia prematura. Los pasos 

(B)–(D) se ejecutan secuencialmente hasta que se alcanza un criterio de parada. La Figura 5 muestra 

el diagrama de flujo del método metaheurístico completo. 

 

 
Figura 5. Diagrama de flujo del método metaheurístico propuesto basado en la respuesta de sistemas de segundo orden. 

 
 

6.1. Inicialización 

En la primera iteración 𝑘 = 0, se produce aleatoriamente una población 𝑃0 de 𝑁 agentes 
{𝑥0, ⋯ , 𝑥0 } considerando la siguiente ecuación: 

1 𝑁 

 
𝑥0 = 𝑟𝑎𝑛𝑑 ∙ (𝑏ℎ𝑖𝑔ℎ − 𝑏𝑙𝑜𝑤) + 𝑏𝑙𝑜𝑤 = 1,2, ⋯ , 𝑁; 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑑 

𝑖,𝑗 𝑗 𝑗 𝑗 (13) 
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𝑖 

𝑖 

Donde 𝑏ℎ𝑖𝑔ℎ y 𝑏𝑙𝑜𝑤son los límites de la variable de decisión 𝑗 y 𝑟𝑎𝑛𝑑 es un número aleatorio 
𝑗 𝑗 

distribuido uniformemente entre [0,1]. 

 
A cada individuo 𝑥𝑖 de la población se le asigna un vector 𝜁𝑖 = {𝜁𝑖,1, ⋯ , 𝜁𝑖,𝑑 } cuyos elementos 𝜁𝑖,𝑗 

determinan el comportamiento de la trayectoria de cada 𝑗-ésima dimensión. Inicialmente, cada 

elemento 𝜁𝑖,𝑗 se establece en un valor aleatorio entre [0,2]. Bajo este intervalo, todos los 

comportamientos de segundo orden son posibles: subamortiguado (0 < 𝜁 < 1), críticamente 

amortiguado (𝜁 = 1) y sobreamortiguado (𝜁 > 1). 

 
6.2. Generación de Trayectoria 

Una vez inicializada la población, se obtiene el mejor elemento de la población 𝒃. Luego, la nueva 

posición 𝑥𝑘+1 de cada agente 𝑥𝑘  se calcula como una trayectoria generada por un sistema de 
𝑖 𝑖 

segundo orden. Una vez determinadas todas las nuevas posiciones en la población 𝑃𝑘, también se 

define el mejor elemento 𝒃. 

 
6.3. Restablecimiento de Elementos Defectuosos 

A cada agente 𝑥𝑘 se le permite moverse en su propia trayectoria durante diez iteraciones. Después 

de diez iteraciones, si el agente de búsqueda 𝑥𝑘 mantiene el peor desempeño en términos de la 

función de aptitud, se reinicializa tanto en la posición como en su vector 𝜁𝑖 . En tales condiciones, el 

agente de búsqueda estará en otra posición y con la capacidad de realizar otro tipo de 

comportamiento de trayectoria. 

 
6.4. Evadir el Mecanismo de Convergencia Prematura 

Si el porcentaje de exploración 𝑋𝑃𝐿% es inferior al 5%, el mejor valor 𝒃 se reemplaza por el mejor 

valor virtual 𝒃𝑣. El elemento 𝒃𝑣 se calcula como el valor promedio de los cinco mejores individuos 

de la población. La idea detrás de este mecanismo es identificar una nueva posición para generar 

diferentes trayectorias que eviten que el proceso de búsqueda quede atrapado en un óptimo local. 

 

7. Resultados experimentales 

 
 

Para evaluar los resultados del algoritmo SOA propuesto, se ha llevado a cabo un conjunto de 

experimentos. Dichos resultados se han comparado con los obtenidos por la Colonia Artificial de 

Abejas (ABC) (Karaboga et al., 2014), la Estrategia de Evolución de Adaptación de la Matriz de 

Covarianza (CMAES) (Hansen, 2023), el Algoritmo de Búsqueda de Cuervos (CSA) (Askarzadeh, 

2016), la Evolución Diferencial (DE) (Storn & Price, 1997), el Algoritmo de Optimización de Polilla 

(MFO) (Mirjalili, 2015) y la Optimización de Enjambre de Partículas (PSO) (Kennedy & Eberhart, 

1995), que se consideran los esquemas metaheurísticos más populares en muchos estudios de 

optimización (Boussaïd et al., 2013). Para la comparación, todos los métodos se han configurado de 

acuerdo con sus parámetros publicados. 

 

En nuestro análisis, el tamaño de la población N se ha fijado en 50 agentes de búsqueda. El número 

máximo de iteraciones (Maxgen) para todas las funciones se ha fijado en 1000. Este criterio de 

parada se ha decidido para mantener la compatibilidad con trabajos similares publicados en la 

literatura (Han et al., 2014; Meng & Pan, 2016). Para evaluar los resultados, se consideran tres 
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indicadores diferentes: La media de las mejores soluciones hasta el momento (AB), la mediana de 

las mejores soluciones hasta el momento (MB) y la desviación estándar (SD) de las mejores 

soluciones hasta el momento. En el análisis, cada problema de optimización se resuelve 30 veces 

con cada algoritmo, por lo tanto se obtienen 30 resultados. A partir de todos estos valores, el valor 

medio de todas las mejores soluciones encontradas representa la solución media Best-so-far (AB). 

 

Asimismo, se calcula la mediana de los 30 resultados para generar MB y se estima la desviación 

estándar de los 30 datos para obtener SD de las mejores soluciones hasta el momento. Los 

indicadores AB y MB corresponden a la precisión de las soluciones, mientras que SD a su dispersión 

y, por tanto, a la robustez del algoritmo. 

 

7.1 Funciones multimodales 

En esta subsección, el enfoque SOA se evalúa considerando 12 funciones unimodales (f1(x)-f12(x)) 

detalladas en la Tabla 1 del Apéndice A. Este tipo de funciones presentan superficies de optimización 

que implican múltiples óptimos locales. Por esta razón, estas funciones presentan más 

complicaciones en su solución. En este análisis, se examina el rendimiento del método SOA en 

comparación con ABC, CMAES, CSA, DE, MFO y PSO en términos de las funciones multimodales. 

Los experimentos se llevan acabo con funciones objetivo que operan en 30 dimensiones (d = 30). 

 

Tabla 1. Resultados de minimización de funciones de referencia multimodales. 
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En la Tabla 1 se muestran los mejores resultados promediados (AB) considerando 30 experimentos 

independientes. También se presentan los valores medios (DM) y las desviaciones estándar (DE). 

En la Tabla 1 se observa que el esquema SOA propuesto obtiene un mejor rendimiento que los 

algoritmos ABC, CMAES, CSA, DE, MFO y PSO en las funciones f1(x), f4(x), f5(x), f6(x), f8(x), f9(x), 

f10(x), f11(x) y f12(x). Sin embargo, los resultados de SOA son similares a los obtenidos por DE, 

CMAES y MFO en las funciones f2(x), f3(x) y f7(x). 

 

8. Conclusiones 

 
 

Un patrón de búsqueda es un conjunto de movimientos producidos por una regla o modelo, con el 

fin de examinar soluciones prometedoras del espacio de búsqueda. En este artículo, se introduce un 

conjunto de nuevos patrones de búsqueda para explorar el espacio de búsqueda de forma eficiente. 

Emulan la respuesta de un sistema de segundo orden. En estas condiciones, se consideran tres 

respuestas diferentes de un sistema de segundo orden para producir tres patrones de búsqueda 

distintos, como subamortiguado, críticamente amortiguado y sobreamortiguado. Estos conjuntos de 

patrones de búsqueda propuestos se han integrado como una estrategia de búsqueda completa, 

denominada Algoritmo de Segundo Orden (SOA), para obtener la solución global de problemas de 

optimización complejos. 

La forma de los patrones de búsqueda permite equilibrar las capacidades de exploración y 

explotación atravesando eficientemente el espacio de búsqueda y evitando las regiones subóptimas. 

La eficacia de la SOA propuesta se ha evaluado mediante 20 funciones de referencia estándar. Los 

resultados demuestran la eficacia de los patrones de búsqueda generados en las problemáticas más 

complejas. 

Para comparar el rendimiento del esquema SOA, también se han probado en el mismo entorno 

experimental muchas otras técnicas de optimización populares, como la colonia de abejas artificial 

(ABC), la estrategia de evolución de adaptación de la matriz de covarianza (CMAES), el algoritmo 

de búsqueda de cuervos (CSA), la evolución diferencial (DE), el algoritmo de optimización de llama 

de polilla (MFO) y la optimización de enjambre de partículas (PSO). Las futuras líneas de 

investigación incluyen temas como las capacidades multiobjetivo, la incorporación de mapas 

caóticos y la inclusión de procesos de aceleración para resolver otros problemas de optimización a 

escala real. 
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