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Resumen: Con el objetivo de disenar actividades didacticas de modelacién lo
mds cercanas a un contexto “real”, se realizé un trabajo colaborativo entre
matemdticos educativos e ingenieros biomédicos. Este frabajo permitié
conocer y analizar un contexto real de modelacion matemdtica, el método
de Separacién Ciega de Fuentes (Blind Source Separation - BSS). La
descripcion del método de la BSS, que presentamos en la primera parte de
esta comunicacion, fue mostrada a profesores de matematicas que cursaban
la maestria en Matematica Educativa del CICATA-IPN y se les pidié generar
actividades diddacticas inspiradas en este contexto. En la segunda parte de
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esta comunicacién, presentamos algunas de las actividades que ellos
generaron y consideramos que son una buena base para el diseno de
secuencias diddcticas que puedan figurar en la formacion matemdtica de
futuros ingenieros.
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1. Introduccion

La modelizacion matematica se ha reconocido como una herramienta
fundamental en la practica de los ingenieros. En 1988 se publicé el estudio
ICMI 3 realizado en el seno de la Comision Internacional de la Ensefianza de
las Matematicas. El tema del estudio fue Mateméaticas como disciplina de
servicio, matematicos, matematicos educativos, investigadores y educadores,
contribuyeron a este estudio. En su contribucion, Pollak matematico que
trabajo durante 35 afios en los Laboratorios Bell y formé ingenieros en esta
empresa, sefiala que en niveles técnicos avanzados los ingenieros necesitan
en su practica:

Antes que todo, necesitamos tener conocimiento del hecho que el pensamiento
matematico, el pensamiento analitico, estructural, cuantitativo, sistemético,
puede ser aplicado al mundo real y generar observaciones de gran valor; en
otros términos que la modelizacion matematica es posible y puede ser eficaz.
(Pollak, 1988, p.31)

La modelizacion es vista como el paradigma educativo que la formacion
matematica puede adoptar en lugar del clasico, teoria aplicaciones.
Investigaciones que se han desarrollado para reconocer las matematicas que
figuran en las practicas profesionales (Noss, Hoyles y Pozzi 2000: Kent y Noss
2001; Bissell y Dillon 2000; Bissell 2002 y 2004) analizados en detalle en
(Romo-Véazquez, 2009) permiten caracterizar las matematicas en las practicas
profesionales como:



« Estas matematicas se construyen en una relacion estrecha con la practica,
en una comprension a través del uso

« Sus dimensiones las mas avanzadas tienden, cada vez mas, a estar a cargo
de especialistas o de programas computacionales

o Las necesidades de los no especialistas parecen desplazarse hacia la
capacidad de manipular estas matematicas como una herramienta de
comunicacion a través de los lenguajes especificos, esto contribuye a
explicar por qué su rol es tan poco reconocido

Consideramos que para que la formacion de futuros ingenieros pueda
adaptarse a las necesidades matematicas de la practica, es necesario generar
dispositivos didacticos donde la modelizacion matematica —construccion,
adaptacion y refinamiento de modelos- tenga un lugar central. Es por ello, que
hemos desarrollado un proyecto conjunto, matematicos educativos e
ingenieros biomédicos para que el uso de modelos matematicos en la practica
ingenieril sea base de actividades didacticas. En esta comunicacion
presentamos dos fases de este proyecto:

1. Andlisis de modelos matematicos en ingenieria biomédica y particularmente
en el método de la BSS

2. Disefilo de actividades didacticas por profesores de matematicas
considerando el contexto de la BSS

Presentamos primeramente el método de la BSS y posteriormente las
actividades disefiadas por los profesores de matematicas.



2. Contexto de la ingenieria biomédica:
Separacion Ciega de Fuentes

El método de Separaciéon Ciega de Fuentes es utilizado en ingenieria
biomédica en diferentes aplicaciones. Nosotros analizamos el uso del método
para mejorar el diagnéstico de la epilepsia.

2.1 Descripcion del Contexto que motiva el uso del
método Separaciéon Ciega de Fuentes

En el area de la ingenieria biomédica, ingenieria al servicio de la salud, en el
dominio de procesamiento de sefiales, mas especificamente, se estudia la
actividad eléctrica del organismo a través del registro de sefales
electrofisioldgicas. Las sefales registradas permiten, en un trabajo de clinica,
determinar el estado de salud de las personas y diagnosticar la presencia de
una posible patologia. Por lo que es muy importante que este registro sea lo
mas fiel posible a la actividad eléctrica de los 6rganos. Es decir, durante el
registro existen diferentes interferencias y/o perturbaciones que alteran el
registro de las sefiales y por consecuencia su interpretacion. Algunos ejemplos
de sefales electrofisiologicas son: el electrocardiograma (ECG), el
electroencefalograma (EEG), el electromiograma (EMG), etc. Por ejemplo, el
electroencefalograma (EEG) es el método méas usado para registrar la actividad
eléctrica del cerebro, mediante electrodos que se colocan sobre el cuero
cabelludo. Estos electrodos se colocan siguiendo estandares internacionales,
por ejemplo el sistema 10 — 20 (ver figura 1). Si bien, estos electrodos registran
la actividad eléctrica cerebral, también registran otro tipo de actividad, como
puede ser actividad electrofisiologica que no sea de origen cerebral (i.e.
actividad ocular, actividad muscular, actividad cardiaca), asi como ruido. Tanto
al ruido como a la actividad no cerebral que se registra se les conoce como
perturbaciones.



Figura 1. Sistema internacional 10 — 20 para la colocacion de electrodos

Con la finalidad de tener registros exentos de perturbaciones se han creado
métodos de tratamiento de sefial como la separacion ciega de fuentes (BSS),
el cual consiste en separar a partir de los registros de EEG las fuentes
(sefales) que tienen un origen cerebral y las fuentes que no tienen un origen
cerebral. Una vez que las sefiales de EEG son separadas en sus fuentes de
origen se procede a identificar las de origen cerebral y las de origen no
cerebral (extra - cerebrales). Posteriormente las fuentes clasificadas como
extra cerebrales son eliminadas y se conservan Unicamente las fuentes
cerebrales.

Esta descripcion fue hecha por ingenieros biomédicos en respuesta a nuestra
demanda, la cual nos permite conocer el contexto que motiva/requiere el uso
del método BSS. Del trabajo colaborativo entre ingenieros biomédicos y
matematicos educativos resulta una descripcion mas detallada del método. Lo
anterior es realizado para transponer/adecuar dicho contexto en un contexto
extra-matematico para el disefio de actividades didacticas.



2.2 Método de la BSS y su viabilidad como contexto de
actividades didacticas de modelacion

Como se menciond anteriormente, la idea de la BSS consiste en encontrar las
fuentes de origen a partir unicamente del conocimiento de una mezcla de
sefales desconocidas (las observaciones). Esta mezcla es el resultado de la
combinacion de diversas fuentes de origen a través de una matriz de mezcla
también desconocida. Teniendo Unicamente como conocimiento el resultado
de la mezcla (observaciones). A fin de encontrar las fuentes, el objetivo de la
BSS es encontrar la matriz inversa (a la matriz de mezcla), esto sin tener
ningun conocimiento previo, ni de las fuentes ni del sistema de mezcla. En el
caso de un registro de EEG, consideramos el EEG como el resultado de una
mezcla de fuentes cerebrales y de fuentes extra cerebrales . Los registros de
EEG son el resultado de la combinacion de diversas fuentes s (cerebrales y
extra cerebrales), esta combinacion es registrada por los electrodos colocados
sobre el cuero cabelludo (las observaciones) x (Figura, 2).

Electrodos

Figura 2. Combinacién entre electrodos y fuentes.

El principio de la solucion de la BSS esta basado en el algebra lineal, en el uso
de matrices y operaciones sobre éstas como la multiplicacién que nos permite
resolver el problema inverso presentado. Es decir que a partir de una matriz de



sefales desconocidas x debemos resolver el problema inverso y encontrar las
matrices que multiplicadas (s y A) dieron como resultado la mezcla x.

Desde el punto de vista formal, la separacion ciega de fuentes consiste en
estimar P sefiales desconocidas s(las fuentes) a partir del conocimiento
Gnicamente de Q mezclas de las sefales x (las observaciones). El término
ciego significa que tanto las fuentes s como el sistema de mezcla A son

s A X

desconocidos

2.2.1 Modelo de la BSS

El modelo espacial de la mezcla al instante k esta definido por (caso ideal, sin
ruido):

x(k) = As(k)
donde:

x(k) = [xq (%), ..., xq ()]"

es el vector de sefnales observadas (electrodos)

s(k) = [s1(k), ..., sp (K)]"

es el vector de las fuentes de origen (desconocido)

A(QxP) la matriz de mezcla (desconocida).



El objetivo de la BSS es la estimacion de una matriz de separacion B, que
permita la estimacion de las fuentes de origen s a partir de las sefiales medidas
X:

Figura 3. Principio del método de la BSS

Aqui vemos aparecer la motivacion del método y ésta no es matematica sino
contextual, se desea conocer las fuentes s a partir de las observaciones x
obtenidas. La explicacién hecha del método BSS, muestra que este método es
el 6ptimo para poder lograr este objetivo.

Para fines clinicos el interés esta en conocer las fuentes de origen cerebral, sin
embargo el registro s6lo muestra la mezcla de las diversas fuentes. Sin ningun
conocimiento a priori de las fuentes cerebrales, solucionar este problema
resulta una tarea muy complicada a resolver. Los resultados obtenidos con el
uso de la BSS en clinica son prometedores.



3. Actividades diddcticas propuestas por
profesores de matematicas

La descripcion del método de la BSS fue propuesto en un curso de maestria de
Matematica Educativa en el Programa de Matematica Educativa de Cicata-IPN,
en la modalidad en linea y a distancia. Los estudiantes del curso eran
profesores de matematicas de diferentes partes de Latinoamérica.

En el curso, ademas del método se les propuso una metodologia para el
disefio de actividades didacticas basadas en modelacion (Macias, 2012). Con
estos dos documentos los profesores del curso fueron solicitados a generar
actividades didacticas de modelacion considerando el método de la BSS como
una aplicacion real de la ingenieria, que podia convertirse/transformarse en
una actividad didactica de modelacion. Para realizar esta actividad, los
profesores participaron en un foro de dudas que era atendido tanto por
matematicos educativos e ingenieros biomédicos. A partir del foro pudimos
observar que antes del disefio de la actividad didactica, los profesores
requieren comprender el método de la BSS y en efecto lo transponen (lo
modifican para volverlo comprensible).

Para ilustrar lo anterior consideramos la siguiente imagen puesta en el foro por
uno de los participantes que llamaremos el profesor Luis:
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Figura 4. Documento expuesto en el foro por el profesor Luis



En este documento producido por el profesor Luis se muestra un dibujo en el
qgue se ilustran los electrodos como generadores de datos, Xi, Xz, X3...X, €n
relacion al tiempo. Es interesante notar como en este dibujo los datos van de
los electrodos hacia una tabla, las columnas aparecen valores distintos para t
(tiempo). El profesor especifica que las x; pueden ser datos numéricos
producidos al instante de una sefial mezclada (lenguaje del contexto) en
relacion a un tiempo, o bien “pueden ser datos dinamicos (vector de intensidad
y funcion periddica) que dependen del tiempo”. Aqui reconoce al vector como
el elemento matematico que permite modelar la informacion obtenida por los
electrodos. Al final de su documento escribe: “Considero que las sefales de
ruido no son tan periddicas, pero en el que caso que lo sean, éstas tienen
intensidades altas siendo mas facil de identificar.” Lo anterior nos hace suponer
que el profesor Luis intenta reconocer la naturaleza matematica (a través de la
periodicidad) de las sefales de ruido. El lenguaje privilegiado es el del
contexto, no habla de funciones sino de sefiales y asocia la intensidad al
elemento que permite identificar el tipo de sefial, asociandolo a lo periédico.

En este mismo foro otro de los profesores que llamaremos profesor Diego,
reconoce, a partir de un analisis sobre el documento dado (descripcién de la
BSS) y otros articulos producto de su propia investigacion, el principio de la
BSS y lo considera para el caso de ecuaciones polinémicas:

De acuerdo a lo leido y analizado, en el escrito, y en otros articulos, puedo
formular lo siguiente: No conocemos las fuentes (s) ni la matriz de mezcla (A),
s6lo se conoce( x). x =A.s De acuerdo a lo anterior podria decir lo siguiente:
x3+x2-3x +1, es una ecuacion polindmica, que ha sido, perturbada por otra, con
caracteristicas lineales. Cual serd la funcién original polinébmica, y cual la
perturbadora. ¢ Podria ser este un contexto, que hace relacién a la separacion
ciega de fuentes? (Participacion del profesor Diego en el foro del curso)



La profesora Adriana al igual que el profesor Diego sefiala que ha investigado
sobre la BSS encontrando que existen algoritmos muy complejos para
encontrar las fuentes originales:

El objetivo de esta actividad es disefiar una actividad de modelacién donde
podamos aplicar la teoria BSS. Yo estoy pensando en adaptar esta teoria de
sefales, simplificandola para poder trabajar con estudiantes de secundaria
(bachillerato), he podido constatar que existen algoritmos bastante complejos
para resolver la ecuacién matricial original sin conocer las sefiales de origen ni
la matriz mezcla. Por lo tanto voy a intentar disefiar una actividad dénde a
partir de determinados datos los alumnos puedan construir la matriz mezcla
ademas de contar con los datos de las sefiales que se recepcionan. Estuve
leyendo el problema de la "fiesta de céctel”, se me complica en pensar ¢cémo
medir las sefiales originales? para darle sentido a una actividad de clase. Es
dificil encontrar actividades que expliquen como se aplica esta teoria en un
nivel basico. (Participacion de la profesora Adriana en el foro del curso)

La profesora Adriana explicita primeramente la consigna de la actividad que les
fue pedida e inmediatamente sefala la necesidad de adaptar la BSS (vista
como teoria) al nivel en el que ella labora, el bachillerato. Manifiesta que ha
investigado sobre la BSS al confirmar que existen algoritmos “bastante
complejos para resolver la ecuacion matricial original sin conocer las sefiales
de origen ni la matriz mezcla”. En este extracto Adriana enuncia el principio del
método, lo que permite hacer y es éste el que debe considerar para el aula,
para lo cual sefiala debera tener datos de las sefiales que se captan.
Asimismo, Adriana menciona que en sus investigaciones ha encontrado
problemas basados en el método como este de la “fiesta de cdéctel” pero
parece todavia no serle util para disefiar su propia actividad.



Lo anterior, nos permite ilustrar esta primera etapa en el disefio que consiste
en apropiarse del contexto para luego adaptarlo al aula. Y mas precisamente a
tareas que evocan el contexto real de aplicacion pero que puedan ser
realizadas en una clase de matematicas. Analizamos a continuacion la
actividad propuesta por Adriana par la cual considera y presenta la siguiente
tabla:

Algo sobre escalas musicales:

Tabla de frecuencias de las notas musicales de la escala cromatica:

Primera octava: Sol 3: 381,985 Re# ©: 248¢%,01¢
Sol$#3: 415,305 Mi €: 237,02
Do 1: €5,406 La 3: 440 Fa €: 27¢3,82¢
Do# 1: €9,2%¢ La$# 3: 4€6,1lc64 Fa$ €: 2859, 6855
Re 1: 73,41¢€ Si 3: 493,883 Sol €: 3135, %63
Re$ 1: 77,782 Sol#é€: 3322,438
Mi 1: 82,407 Cuarta octava: La 6: 3520
Fa 1: 87,307 La$ €: 3729,31
Fa$ 1: 92,6499 Do 4: 523,251 Si €: 3951,0€¢€
Sel 1: 97,999 Do# 4: 554,365
Sol#l: 103,826 Re 4: 587,33 Séptima octava:
La 1: 110 Re# 4: 22,254
La$ 1: 116,541 Mi 4: 659,255 Do 7: 418¢€,009%
Si 1: 123,471 Fa 4: ©98,45¢ Do$# 7: 4434, 922
Fag$ 4: 73%,488¢ Re 7: 4€68,6e3¢
Segunda octava: Sol 4: 783,991 Re$ 7: 4978,032
Sol$4: 830,609 Mi 7: 5274,041
Do 2: 130,613 La 4: 880 Fa 7: 5587, €52
Do# 2: 138,591 La# 4: 932,328 Fa$ 7: 5919,911
Re 2: 146,832 Si 4: 987,7€7 Sol 7: €271, 827
Re$ 2: 155,5€3 Sol#7: €€44,875
Mi 2: 164,814 Quinta octava: La 7: 7040
Fa 2: 174,614 La$ 7: 7458, 62
Fa$ 2: 184,887 Do S: 1046,502 si 7: 7902,133
(tono del piano, Do# S5: 1108,731
primera nota) Re S5: 1174,659 Octava octava:
Sol 2: 185,988 Re# S5S: 1244,508
Sol#2: 207,€52 Mi S: 1318,51 Do 8: 8372,018
La 2: 22 Fa S5: 139%¢,913 Do# 8: 886€%,844
La$ 2: 233,082 Fa# S: 147%,978 Re : 93¢7,273
Si 2: 246,942 Sol S: 1567,982 Re$ B: 9956,063
Sol#$#5: 1€61,219 Mi 8: 10548,082
Tercera octava: La 5: 1760 Fa : 11175,303
Lag S: 1864,655 Fa$ 8: 11839,822
Do 3: 261,626 Si 5: 1975,533 Sol 8: 12543,854
Do 3: 277,183 Sol#8: 13289,75
Re 3: 293,665 Sexta octava: La 8: 14080
Re# 3: 311,127 La$ 8: 14617,24
Mi 3: 329,628 Do ©&: 2093,005 Si 8: 15804,2¢¢
Fa 3: 349,22 Do# €6: 2217,461
Fa$ 3: 369,594 Re 6: 234¢,318

Figura 5. Tabla de frecuencias de las notas musicales de la escala croméatica



La tabla de frecuencias aparece acompafiada de las siguiente explicaciéon que
muestra como leer la tabla:

El tono del piano (primera nota) corresponde a un Fa# 3 (tercera octava) cuya
frecuencia corresponde a 184,997 HZ, un piano normalmente tiene unas 72
teclas, por lo tanto tiene 6 octavas. El tono del violin corresponde a un Sl 4
(nota Si de la cuarta octava) cuya frecuencia corresponde a 987,767 HZ y tiene
3 octavas.

A pesar de que ella escribe 184,997 HZ que corresponde al valor de la
segunda escala y no al de la tercera que es: 369,994 HZ.

El problema

En un estudio de grabacion se realizan pruebas de audio de un dio musical
formado por un piano y un violin. Se ubican en la sala de grabacion dos
microfonos para grabar la ejecucion de la pieza instrumental, estos microfonos
estan conectados a una consola que graba el tema que ambos instrumentos
estan ejecutando, el ingeniero de sonido se percata que la consola esta
distorsionando el sonido original, las frecuencias de las notas ejecutadas por
los instrumentos musicales no son las que quedan registradas en la grabacion.
El ingeniero registra las mediciones de frecuencias en un instante dado que
obtiene con el micréfono 1 (M1) y con el micréfono 2 (M2) y descubre que las
distorsiones generadas en la grabacién estan dadas segun los datos de la

a=(5" )

(dénde los datos de la fila 1 corresponden a las distorsiones de los registros

matriz

captados en el M1 y los de la fila 2 a las distorsiones de las frecuencias
captadas por M2, la columna 1 son las distorsiones que sufre la frecuencia del
piano y los datos de la columna 2 las que sufre la frecuencia del violin). Los
registros de frecuencia obtenidos de la grabacién en ese instante dado (seg.)



son: 10760 Hz (en el M1) y 25270 Hz (con el M2). En ese instante de registro,
¢cuales son las notas reales ejecutadas por los instrumentos y en qué octava?

Podemos ver como Adriana a partir de la consideracion de la tabla de
frecuencias de las notas musicales de la escala cromatica logra generar un
problema que puede ser llevado al aula. Notemos que este problema esta en
una etapa intermedia de disefo, pues faltan datos, por ejemplo del tiempo; no
se explicitan las tareas que debera resolver el estudiante o la forma en que le
sera presentado; en qué tema del programa sera presentado, etc. Sin embargo
el contexto de la BSS ha sido adaptado a través de este de las frecuencias de
la escala cromatica y el primer desglose en términos de praxeologias mixtas
(tarea no matemética, técnica matematica, tecnologias matematicas y no
matematicas, teoria) es presentado como se muestra a continuacion:

Tareas no matematicas:
T1:  Determinar nota y octava que ejecuta el piano en el instante registrado.
T2:  Determinar nota y octava que ejecuta el violin en el instante registrado.

Técnica matematica:
01:  Resolucion de la ecuacion matricial:

50~ (5 3)0)

Tecnologias matematicas:
Existencia y unicidad de la inversa de una matriz cuadrado no singular (determinante no nulo).
Definicion y propiedades de la multiplicacion de matrices.

Notemos que esta idea de praxeologia mixta propuesta en la metodologia para
el disefio incluye este componente de tecnologia no matematica, validaciones,
explicaciones y justificaciones que provienen del contexto no matematico
considerado. Como mencionamos en la introduccién de esta comunicacion las
actividades propuestas por los profesores e ilustradas aqui a partir de la



propuesta por Adriana, constituyen una base para el desarrollo de secuencia
didacticas que puedan ser llevadas al aula.

4. Conclusion

El disefio de actividades didacticas basadas en modelacién solicita un trabajo
arduo para elegir y adaptar contextos extra-matematicos o modelos
matematicos en uso. La eleccidn del contexto extra-matematico y sobre todo su
adaptacion requiere un trabajo colaborativo con los expertos en dicho contexto.
En este caso los ingenieros biomédicos colaboraron tanto en la fase de
descripcién de los modelos matematicos utilizados en su contexto y en el curso
de Matematica Educativa, particularmente en el foro. El trabajo con profesores
de matematicas es una fase fundamental y solicita:

e una primera transposicion del contexto (descripcién hecha del contexto)
e Un marco institucional propicio

« una metodologia para el disefio

El trabajo realizado por los profesores muestra que una segunda trasposicion
se ejerce antes del disefio de las actividades, ésta resulta necesaria para
apropiarse del contexto extra-mateméatico y poderlo adaptar al aula. El disefio
de las actividades estd dado en términos de praxeologias mixtas (tareas,
técnicas, tecnologias y teoria), lo cual es sugerido por la metodologia
propuesta y permite generar un “primer disefio didactico”

Todas las actividades propuestas requieren de un segundo y hasta tercer
disefio para poder ser probadas con estudiantes. Lo anterior es desarrollado en
el marco de tesis de maestria y ha mostrado que las actividades propuestas
por los profesores son una base para poder disefiar secuencias mas
elaboradas. El trabajo aqui presentado, a pesar de estar en una primera fase,
Nnos parece ser una via para acercar la modelacion matematica que tiene lugar



en escenarios reales a la formacidon matematica, particularmente de futuros
ingenieros.

' El registro de la actividad cerebral y no cerebral de manera conjunta es
inevitable, debido a que los pelectrodos se colocan sobre el cureo cabelludo y
registral a la vez otro tipo de actividad electrofisioldgica como la actividad
cardiaca, la actividad muscular y la actividad ocular, entre las mds comunes.
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