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Resumen: Este trabajo presenta el diseno de un confrolador robusto He para la
estabilizacion de un Doble Péndulo Invertido (DPI). El modelo matemdatico del
DPI es obtenido via linealizacion del sistema disenado en la Toolbox de
simulacion virtual SimscapeTM MultibodyTM de MathWorks® . Se realiza una
comparacion de la ejecucion entre el controlador incluido por defecto en la
Toolbox mencionada y el controlador propuesto. La experimentacion virtual
demuestra que el algoritmo de confrol robusto He exhibe un mejor desempeno
en escenarios donde existen variaciones paramétricas como era de esperarse.
En este sentido, la aportacidon de este trabajo es mostrar la sintesis del
controlador y resaltar la importancia de la Toolbox que proporciona un entorno
de simulacion 3D para multiples sistemas de ingenieria mecdanica y robdtica. De
igual manera, resulta ser una excelente herramienta diddactica para el
aprendizaje de los sistemas de control retroalimentado.

Palabras clave: confrol robusto, doble péndulo invertido, SimscapeTM
MultibodyTM.

Abstract: This paper presents the design of a robust He controller for the
stabilization of a Double Inverted Pendulum (DIP). The mathematical model of
the DIP is obtained via linearization of the system designed in the virtual
simulation toolbox SimscapeTM MultibodyTM of MathWorks®. A comparison of
the execution is made between the controller included by default in the
aforementioned Toolbox and the proposed controller. Virtual experimentation
shows that the He robust control algorithm exhibits better performance in
scenarios where there are parametric variations as expected. In this sense, the
conftribution of this work is to show the synthesis of the controller and highlight
the importance of the Toolbox that provides a 3D simulation environment for
mulfiple mechanical and robotic engineering systems. In the same way, it turns
out to be an excellent didactic tool for the learning of feedback control system:s.

Keywords: robust control, double inverted pendulum, SimscapeTM MultibodyTM.
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1. Infroduccion

El péndulo invertido es uno de los problemas mas interesantes en la teoria de
control moderno y que ha sido abordado por la comunidad cientifica desde
diversos enfoques como en los trabajos de (Patil, M. & Kurode, S. 2017), (Raj,
S. 2016), (Bettayeb, M., Boussalem, C., Mansouri, R., & Al-Saggaf, U.M. 2014),
(Aoustin, Y. & Formal, A. 2011), (Gluck, T., Eder, A., & Kugi, A. 2013),(Park, M.,
& Chwa, D. 2009). El Doble Péndulo Invertido (DPI) es la combinacion de dos
péndulos individuales para crear un sistema altamente no-lineal que presenta un
comportamiento cadético (Li-jie, Chen 2011). El control de este tipo de sistemas,
llamados subactuados, es actualmente un area de investigacion muy relevante
por sus aplicaciones en robotica, sistemas aeroespaciales y vehiculos marinos
como en (Hyla, Pawet 2012), (Giua, A., Seatzu C., & Usai G. 1999), (Tomofumi
Okada, Kenji Tahara 2014), (Bogdanov, Alexander 2004). Desde el punto de
vista de los sistemas dinamicos, el DPI montado sobre un carro que puede
desplazarse en un eje tiene un punto de operacion inestable. De esta manera,
es un buen punto de partida para evaluar el desempefio en lazo cerrado de
algoritmos de control.

Los métodos newtonianos, leyes de energia cinética y potencial permiten
modelar este problema clasico de ingenieria. EI modelo matematico del DPI
consiste en un sistema no-lineal de seis ecuaciones diferenciales. Estas
ecuaciones relacionan la evolucion de la posicion y velocidad angular tanto del
péndulo inferior como las del superior. Asi mismo, se relaciona la posicion y
velocidad lineales del carro sobre el eje. La complejidad matematica, la gran
cantidad de parametros e incertidumbres en éstos, permiten que las técnicas de
control robusto sean factibles para la experimentacibn con el DPI.
Particularmente el disefio de controladores robustos por H~ pueden tratar con
sistemas de tales caracteristicas. Por otra parte, la Toolbox SimscapeTM
MultibodyTM de Mathworks® proporciona un entorno de simulacion 3D para
multiples sistemas de ingenieria mecanica y robdtica (Simscape Multibody,
2016). Los cuales pueden ser modelados por bloques que representan cuerpos,
articulaciones, restricciones, elementos de fuerza y sensores. La programacion
y solucién de todas las ecuaciones del modelo no-lineal del DPI se encuentran
integradas en el software. Ademas, es posible obtener las matrices A, B, Cy D
de la notacion en espacio de estados para el modelo lineal del DPI.

En esta aportacion se presenta la comparacion de la ejecucion de dos
controladores. El primero es disefiado usando la conocida formula de Ackerman
o también conocida como ubicacion de polos. Esta técnica, se utiliza para la
ensefianza de técnicas introductorias de control moderno en cursos de pregrado.
Cabe destacar que este controlador es provisto en SimscapeTM MultibodyTM y
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esta disponible para mostrar la efectividad de la realizacion del DPI en ese
ambiente de simulacion y de su control en lazo cerrado. El segundo controlador,
gue es el que se presenta en este trabajo es disefiado usando la técnica de
control He. Para ésto, el disefio del controlador es presentado en dos secciones:
un controlador nominal y otro robusto. En el primero se incluye solamente el valor
nominal de todos los parametros del DPI para el planteamiento generalizado de
control. En el segundo se incluyen funciones de transferencia de peso para
caracterizar las incertidumbres paramétricas de la planta y obtener un
controlador robusto en el sentido de la norma H. La evaluacion del lazo cerrado
demuestra que el algoritmo robusto presenta mejoras significativas cuando hay
variaciones en los parametros del modelo.

2. Formulacion del problema

Este trabajo aborda el disefio de un controlador robusto H para la estabilizacién
de un DPI que estd montado en un carro y se desplaza en un eje. Cuando se
trata con problemas de ingenieria desde el punto de vista de la teoria de control
He pueden definirse margenes de variacion en el sistema debido a errores de
modelado o variaciones de los parametros del sistema. Por lo tanto, la idea del
control robusto es que el sistema en lazo cerrado permanezca estable a pesar
de tales variaciones.

Ademas, en este tipo de enfoque también se engloban las perturbaciones
externas, las cuales pueden afectar directamente a la entrada, salida o estados
del sistema. Por otra parte, el Unico actuador al cual se tiene acceso para
estabilizar ambos péndulos es el torque que desplaza el carro sobre el eje. Este
desplazamiento se efectia de forma minuciosa para que ambos péndulos se
mantengan en posicion vertical para todo el tiempo de ejecucion. Es importante
mencionar que la longitud del eje es acotada. Por lo tanto, la accion de control
deberia ser lo suficientemente suave para que el desplazamiento no sobrepase
ese margen.

Las técnicas tradicionales de control clasico no son capaces de exhibir un
desempefio aceptable en este tipo de problemas con dinamicas complejas y no
lineales. Generalmente requieren del conocimiento de muchas variables del
sistema para efectuar control. Por ejemplo, el control por retroalimentacion de
estados requiere que las posiciones como velocidades angulares de los
péndulos sean medibles. De igual manera, la posicion y velocidad lineal del
carro. Si las variables no estan disponibles, pueden ser determinadas por un
observador de estados. Sin embargo, algunas variables pudieran ser no
observables o que los sensores fueran de un costo elevado. Cabe mencionar,
que el control por retroalimentacion de estados no es robusto ante variaciones
en los parametros (Zhou, K., & Doyle, J.C. 1998). Por lo tanto, cualquier dinamica
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no modelada, variacion paramétrica o incertidumbre puede desestabilizar el
sistema.

Las metodologias de control clasico Proporcional-Integral-Derivativo (PID), tiene
Gnicamente una salida para la retroalimentacion. Para el problema del DPI, la
salida consta de dos partes: La posicion angular del péndulo superior y la
posicion del carro dentro de su eje. Por lo tanto, el control PID es limitado para
el presente problema. Los controladores no-lineales pueden ser excelentes
herramientas cuando se desea tratar con problemas de control sofisticados
como el del DPI. Sin embargo, la realizacion puede convertirse en una tarea muy
desafiante para el disefiador debido a que involucra una gran complejidad
matematica y experiencia en la implementacion de lazo cerrado.

Por otro lado, la presente propuesta muestra que modelar el DPI mediante un
esquema en Simscape™ Multibody™ permite obtener un modelo matematico lo
bastante adecuado para el disefio del controlador sin pasar por la tarea del
modelado. El disefio por la técnica de control H» permite considerar algunas
condiciones de desempefio tales como la forma de la accion de control e incluso
contemplar incertidumbres del tipo no-estructuradas. Esto se logra con la
inclusion de funciones de transferencia de peso integradas en el disefio del
controlador.

3. Diseno de confrol por He

3.1 Preliminares

Considere que la planta G y el controlador K del sistema descrito en el diagrama
a bloques de la Figura 1 poseen funciones de transferencia propias y racionales
reales.

& w
«— G -« -
Y u

» K

Figura 1. Configuracion generalizada de Transformacion Lineal Fraccional
(TLF).

Es posible asumir que se tiene acceso a los modelos en espacio de estados que
representan a G y K. También se asume que estas realizaciones son
estabilizables y detectables. Con el fin de desarrollar la sintesis de control, es
necesario que exista una y > 0 tal que un controlador subéptimo K, si existe,
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debe satisfacer que [T~ < y (Zhou, K., & Doyle, J.C., 1998). La funcion de
transferencia a minimizar esta dada por:

en su representacion mediante una Transformacion Lineal Fraccional (TLF).
Donde G(s) se conoce denomina matriz de transferencia generalizada.

3.2 Diseno del controlador nominal He

Para realizar la sintesis de un controlador nominal por H- es necesario linealizar
el modelo en un punto de equilibrio. Para este problema el equilibrio esta situado
en el origen, es decir, se busca que el carro se encuentre en la parte central del
riel. Ademés que ambos péndulos tengan un angulo de cero grados con respecto
a su vertical. La linealizacion es llevada a cabo con el comando linmod de
Matlab®. Este comando linealiza cada bloque de manera individual empleando
un meétodo basado en la obtencién de matrices Jacobianas para dichos bloques.
Asi, las matrices A, B, C, D para la representacion en espacios de estado son
obtenidas. Es importante sefalar que las salidas del sistema son: la posicion de
carro y el angulo del péndulo superior.

La planta nominal generalizada G representada en la Figura 1 se obtiene
mediante su representacion por TLF del diagrama a bloques de la Figura 2.
Donde Pnom €s la matriz de transferencia de la planta con valores nominales, la
cual relaciona las salidas con la entrada de control. El vector de salida [z1, z2, Y]’
se debe minimizar respecto al vector de entrada [d,u]’ en el sentido de la norma
H., como en la Ecuacion 1. Por lo tanto, la planta generalizada se describe de la
siguiente manera:

1 We WePnom
elal=| v =" |[i]
I _Pnom
(2)
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Figura 2. Planteamiento del problema de control nominal.

La matriz de transferencia de peso We contiene funciones de transferencia de
primer orden y su objetivo es incluir los requisitos de desempeiio deseados para
la estabilizacién del DPI. W, es la funcién de peso que da forma a la sefial de
control. Las funciones de transferencia estan dadas por las siguientes
ecuaciones:

—13,1352 — 2,332e~ 145 + 0,006545

Gou = st —1,332—1453 — 302,352 + 1,592e— 125 + 1,42¢

1,537s% — 2.13e—135% — 421 352 + 1,853¢— 115 + 1,56¢*

s6 —1,332e—1455 — 302,35 + 1,592 1253 4 1,42¢452 @

donde estas dos ultimas ecuaciones son elementos de la matriz de transferencia
Pnom. Por ultimo se tienen:

G;lr w =

0,00028571(s+1,75) 0
o s+0,05
W, = 0 0,033333(s40,9)
s+0.,03
(5)
W, = 0,0010

(6)
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Se utilizé la funcién hinfsyn del Toolbox™ Robust Control de Matlab® con la
finalidad de llevar a cabo la sintesis del controlador H-. El controlador resultante
es de orden 8 con un valor y = 0.033$. Previo a la implementacion, se realiza un
analisis de los valores singulares de Hankel con el propdsito de reducir el orden
del controlador. La instruccion reduce de Matlab® reduce el orden del controlador
a 6. La matriz de transferencia del controlador se muestra a continuacion:

3,476e*5°+9,945e% 54 +8,481€%5%+2,239¢7 s249,976€” s+1,928¢*
s04226255+2,05e551+2,377e053+4,488e%52—2.51e65—2,044€e”

K nom — . ) .
—3,887¢%5%—1,328¢e" 5% —1,452¢% % —5,008¢% 5% —2,039¢ 7 s+5,235¢*
s642262554+2.05¢%s%42,377e653+4,488e¢652 -2 51e6s—2.044¢€7 (7)

3.3 Diseno de confrolador robusto en He

El controlador de la seccidn anterior considera que todos los parametros del DPI
son nominales. El disefio de un controlador robusto implica tomar en cuenta los
parametros que presentan incertidumbres, e.g. por errores de modelado. En esta
aportacion se consideran incertidumbres del tipo no estructuradas y que deben
ser representadas por matrices de transferencia como funciones de peso. Una
familia de plantas se obtuvo al variar todos los parametros del modelo nominal
linealizado del DPI. Esta familia de plantas puede ser representada utilizando
incertidumbres de tipo multiplicativas,

P = (I+W1AWs)Poom ©

con ||All« <1 (Zhou, K., & Doyle, J.C., 1998). Pnom €s la planta nominal. W1 eny
W son matrices de funciones de peso cuya respuesta en frecuencia simboliza
la familia de plantas con incertidumbres. Por lo tanto, se puede tener la siguiente
representacion:

P — P,
R
(9)
Asi, para cada frecuencia se tiene que
P(jw) — Pnom(jw)
Prom (Jw)

Wi (jw)Wa(jw) = mue}x
(10)
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De esta forma, W1y W2 son la maxima respuesta en frecuencia de la familia de
plantas con variacion paramétrica. Se identifican las siguientes de funciones de
transferencia con el comando fitmag de Matlab®:

2.24e~°524+3,85¢ 2 s+0,0009644 0
W e 52+0,99625+0,8858 )
1 0 7.218¢~ 7 5+2,504e >
s+0,09563 (11)
W — 0.0450 0
2= 00,0450

La ecuaciones 11 Y 12 representan la incertidumbre paramétrica no modelada
de la planta P. Por lo tanto, el planteamiento del problema de control robusto se
modifica como se observa en la Figura 3. Finalmente, para la sintesis de este
controlador se agrego la funcion Wy de peso que limita la magnitud de las
perturbaciones externas dentro del rango de frecuencias de interés. La funcién
de transferencia que la representa es:

0,0001(s+1e%) 0
- s+1eb
Wa= 0 0,0001(s+1e®)
s+1eb (13)

La planta generalizada para el caso robusto se plantea a continuacion:

21 d Wd W(? W2 Wc We C’jo d
Z9 o . 0 0 Wu

ay || = F ‘3 - 0 0o WG, || %
) —Wa —Wo -G

(14)

Se realiza la sintesis H- y se obtiene un controlador de orden 13 con y = 0.0461.
El analisis de los valores singulares de Hankel permite una reduccion a orden 8.
La matriz de transferencia del controlador reducido se muestra a continuacion:

—0,52685%—1,420¢%57—1,123¢!26—8,857e! 1 s> —2,42¢!%5 —2,723¢1¢5% —9,338e155%+1,381€! %5+ 7,841
s542,627e657+1,649e1256+1,643e1985+4,200e155941,053e1653+4,742e1652 48,8916 5+5,439¢16

K rob — _ .
—1055%—3,024e%s7—2,153e1456—1,320¢1% 3% —2,378e17s? —1,463e!8 3 —2,707e!8 5% —1,785e!%5+9,634e!2
§5+42,627e657+1,649e1256+1,643e1455+4,209e155941,053e1653 +4,742¢16 5248 89e16 545,439 16 (15)
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4. Simulaciones Numéricas

La representacion en diagrama de bloques de Simulink® y de Simscape™
Multibody™ que representa al modelado del DPI puede apreciarse en la Figura
4. El software permite la visualizacidon del sistema en 3 dimensiones y simula su
comportamiento con respecto al tiempo, como puede verse en la Figura 5. En
esta seccién se muestran 3 pruebas con diferentes perturbaciones a la posicién
angular del segundo péndulo. De la misma forma, se realizan variaciones
parameétricas para probar la robustez del controlador. En cada uno de los
experimentos se compara el desempefio del control robusto H- con el

controlador incluido por defecto en el simulador.

Cart and Inverted Double Pendulum

An inverted double pendulum that is mounted on a cart that can slide on a guide.

Solver

Config

World Guide 2l

Frame Transform Guide Guide-Cart

Prismatic PSS k@
@ Pt
; Y PSS »( 2

Figura 4. Modelado del DPI en Simscape™ Multibody ™.

Cabe mencionar que el controlador por ubicacion de polos requiere la
retroalimentacion de todos los estados, es decir, las posiciones y velocidades

angulares de ambos péndulos. Esto puede verse en la Figura 5.
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P4 sm_cart_double_pendulum * - Simulink

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
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Inverted Double Pendulum on a Sliding Cart

-

Figura 5. Lazo cerrado para el control del DPI por retroalimentacion de
estados.

El controlador por ubicacion de polos fue disefiado eligiendo polos de lazo
cerrado estables por supuesto y que la estabilizacion del DPI se obtuviera con
poco sobreimpuslo en un tiempo corto. El vector de ganancias para este
controlador es presentado a continuacion:

K=[-11-10-10—- 10— 10 — 10]
(16)

La implementacion de los controladores nominal y robusto H« se llevo acabo al
sustituir el bloque naranja de la retroalimentacion de estados por un bloque de
funcion de transferencia en la Figura 5. Recordando que a esta funcion de
transferencia Unicamente se lo proporciona el angulo del péndulo superior asi
como la posicion del carro.

4.1 Experimentacion con pardmetros nominales

En esta prueba se considera como perturbacion al ruido de magnitud 5e® en el
angulo del péndulo superior. Las longitudes nominales de ambos péndulos son
las siguientes:

e Longitud del péndulo inferior: 18cm.
e Longitud del péndulo superior: 14cm.
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Las condiciones iniciales fueron:

e Angulo del péndulo superior: 5°.
e Posicion del carro: -1cm.
e Restantes: 0.

En la Figura 6 se presentan las respuestas del controlador nominal, robusto y
por ubicacién de polos con pardmetros nominales en el DPI. Aqui se puede
apreciar que el controlador incluido por defecto en la Toolbox exhibe un mejor
desempefio que los controladores disefiados por H-. ElI angulo del péndulo
superior es similar para los tres controladores pero la posicion del carro exhibe
un comportamiento mejor para el disefiado con la férmula de Ackerman. Sin
embargo hay que recordar que para este controlador se esta suponiendo que se
cuenta con todo el estado para la retroalimentacion.

40 \\V\/ U\,

-20

carro (cm)
(]
Péndulo
inferior (grados)

Posicion del

~——Rob ——Ackerman —Nom|

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)

-40

—
=

st bomdedbrim ipcdosthmpodgn Akt b

Péndulo
superior (grados)

—
=

-10

Seiial de
control (Newtons)
]

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)

Figura 6: Respuesta de controladores Nominal, Robusto y por ubicacién de
polos con pardmetros nominales en el DPI.

4.2 Prueba con péndulos de longitud mayor a la nominal

La variacion parametrica se lleva a cabo al sustituir ambos péndulos por otros
con longitud mayor a la nominal. Se considera un ruido de perturbacion igual al
caso anterior. Se compara unicamente el controlador robusto con el de
Ackerman.

Las longitudes de los péndulos en esta ocasién fueron:
e Longitud del péndulo inferior: 37cm.
e Longitud del péndulo superior: 30cm.
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Las condiciones iniciales son:
e Angulo del péndulo superior: 5°.
e Posicion del carro: -1cm.
e Restantes: 0.

La Figura 7 muestra el desempefio del controlador robusto. Se aprecia que
existe un transitorio de aproximadamente 10 segundos para que el péndulo
superior se estabilice alrededor de los cero grados. Por otra parte, en la Figura
8 se puede observar que el controlador incluido por defecto no puede estabilizar
al DPI e incluso la respuesta diverge por lo que el lazo cerrado se vuelve
inestable.

40 T T T ~ 15
g £ 1ol
=i : weeeed : : o
g - - | | & s
] 5]
- =
3 £
S )
© 3
3 H.
& s ;
40 i i i i e s i i i i
0 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)
—~ 15 T T T T » 15 T T T T
8 5
] H
= 2
8 B
o 5
g 5
" o
o (]
= ] i
‘g H H H i ‘g i H H H
a4 5 1 ] ] 1 » .15 1 I 1 I
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)

Figura 7. Respuesta del controlador robusto con variacion paramétrica en la
longitud de los péndulos.
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Figura 8. Respuesta del controlador por ubicacion de polos con variacion
paramétrica en la longitud de los péndulos.
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4.3 Prueba con péndulos de longitud menor a la nominal

Similar a la situacion anterior, ahora se plantea que ambos péndulos sean
sustituidos por otros de longitud menor a la nominal. Se considera el mismo ruido
de perturbacion que en los dos caso anteriores.

Las longitudes de los péndulos son:

e Longitud del péndulo inferior: 10cm.
e Longitud del péndulo superior: 10cm.

Las condiciones iniciales son:

e Angulo del péndulo superior: 5°.
e Posicion del carro: -1cm.
e Restantes: 0.

Similar al desempefio mostrado cuando los péndulos aumentan de su longitud
nominal, cuando se disminuyen, el controlador robusto puede estabilizar al
péndulo superior con buena precision (Figura 9). Por otro lado, el controlador por
Ackerman no puede estabilizar al DPI y de esta manera el sistema de lazo
cerrado se vuelve inestable en poco tiempo de iniciada la simulacion (Figura 10).
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Figura 9. Respuesta del controlador robusto con variacion paramétrica.
Longitud menor a la nominal.
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Figura 10. Respuesta del controlador por ubicacién de polos con variacion
paramétrica. Longitud menor a la nominal.

5. Conclusiones

En el presente trabajo se muestra el disefio de dos controladores por H. para la
estabilizaciéon de un sistema de doble péndulo invertido DPI montado en un
carro. El primer controlador se disefidé considerando valores nominales en el
modelo del DPI. El segundo, denominado robusto, se obtuvo considerando
variaciones paramétricas, incertidumbres no estructuradas, en los parametros
del DPI. Estos controladores fueron comparados con un controlador disefiado
por la técnica de ubicacién de polos, que viene acompafiada con la demostracion
del modelado del DPI en el ambiente Simulink® y de Simscape™ Multibody™.
Es conocido de la literatura que el controlador disefiado por el método de
ubicacion de polos no tiene la capacidad de manejar incertidumbres en los
modelos de la plantas a controlar. De esta manera, el presente trabajo tiene
como objetivo demostrar ese conocimiento previo con este ejemplo y, ademas
ilustrar que el modelado de sistemas fisicos por medio de la herramienta de
simulacion mencionada es una alternativa de gran utilidad. Esto ultimo refiere a
gue es posible obtener modelos matematicos aproximados de sistemas fisicos
de manera directa sin pasar por la tarea de aplicar leyes fisicas que los
gobiernan.
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